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摘　要：浮选是细粒矿物提质除杂的重要手段，但面临微细粒回收率低的难题。湍流是强化微细粒

浮选的必要条件，但其多尺度碰撞及调控机制尚未明晰。尤其对于多分散颗粒/气泡体系，传统的

浮选理论与现代工业应用之间存在一定的差距。以湍流中多分散颗粒−气泡碰撞行为为研究对象，

采用各向同性湍流直接数值模拟 (DNS)，并结合碰撞动力学理论，以径向相对速度和分布函数为

分析突破口，研究了大尺度涡输运−微尺度涡局部富集效应下的湍流碰撞特性，及其尺寸效应对碰

撞过程的影响。研究发现：多分散效应和惯性作用导致点粒子直接数值模拟结果与经典 Saffman &
Turner 模型预测值存在明显差异，明确了经典理论在预测多分散体系中的局限性，强调了高保真

预测多分散颗粒气泡体系中湍流特征与理想碰撞频率的必要性。在大涡输运和微涡富集的竞争协

调作用下，提高湍流耗散率和增大微细颗粒−气泡直径是提高多分散颗粒和气泡理想碰撞频率的有

效途径。另外，随着颗粒−气泡尺寸离散度的增加，大涡输运作用被增强，但微涡局部富集效应被

削弱。因此存在最佳离散度可实现较高的多分散粒度的颗粒−气泡群碰撞频率。这表明调控浮选过

程中的颗粒−气泡尺寸分布对提高分选效率具有重要意义。阐明了大尺度涡湍流输运效应与小尺度

涡局部富集效应的竞争协同作用下颗粒−气泡碰撞机理，为现代浮选颗粒−气泡矿化理论提供了丰

富的理论支持。
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Abstract: Flotation is an important method for upgrading and impurity removal of fine mineral particles, but it faces the
challenge of low recovery rates for micro-fine particles. Turbulence is a necessary condition to enhance the flotation of mi-
crofine particles, yet the mechanisms of multi-scale collisions and their control remain unclear. Particularly for multi-dis-
persed particle/bubble systems, there exists a gap between traditional flotation theories and modern industrial applications.
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The behavior of multi-dispersed particle-bubble collisions in turbulence is focused on, utilizing isotropic turbulent direct
numerical simulation (DNS) combined with collision dynamics theory. By examining radial relative velocity and distribu-
tion functions, this study explores the characteristics of turbulent collisions under the effects of large-scale eddy transport
and microscale eddy local enrichment, and the impact of size effects on the collision process. The research finds that the
effects  of  polydispersity  and inertia  lead to  significant  discrepancies  between the  DNS results  of  point  particles  and the
predictions of the classical Saffman & Turner model, highlighting the limitations of classical theories in predicting behavi-
ors in polydisperse systems. These findings underscore the necessity for high-fidelity predictions of turbulence character-
istics and ideal collision frequencies within polydisperse particle-bubble systems. Under the competitive and cooperative
interactions between large-scale eddy transport and microscale eddy enrichment, increasing the turbulence dissipation rate
and enlarging the diameters of very fine particles/bubbles prove to be effective strategies to enhance the ideal collision fre-
quency of polydisperse particles and bubbles. Additionally, as the dispersion of particles/bubbles increases, the effect of
large-scale eddy transport is enhanced, while the effect of microscale eddy enrichment is weakened. Therefore, there ex-
ists an optimal dispersion that achieves higher collision frequencies in polydisperse particle-bubble groups. This indicates
that controlling the  particle/bubble  size  distribution during the  flotation process  is  crucial  for  improving separation effi-
ciency. This study elucidates the mechanisms of particle-bubble collisions under the competitive and synergistic effects of
large-scale eddy turbulence transport and microscale eddy enrichment, providing rich theoretical support for modern flota-
tion theories of particle-bubble mineralization.
Key words: flotation；turbulence；multi-scale eddy；direct numerical simulation；collision frequency
  

0　引　　言

在世界各国加紧矿产资源前瞻布局和大国博弈

日益升级的国际形势下，加强矿产资源的开发和高质

化利用愈发重要[1]。我国矿产资源供需矛盾突出，国

民经济高速发展对矿产资源的需求急剧攀升，而矿产

资源“贫、细、杂”低品质化问题日益突显，因此亟需

开发低品质矿产资源高效提取和加工技术[2]。浮选技

术以其高效的回收能力和对复杂矿石的精准选择性，

在我国矿产资源开发和利用中扮演着重要角色[3]。然

而浮选存在明显的尺寸效应，−20 μm微细矿物的浮选

效率显著降低[4]。颗粒−气泡碰撞是浮选矿化反应的

前提，微细粒质量小、惯性低，易随流线运动而难以与

气泡发生碰撞，最终导致浮选回收率低[5]。鉴于此，颗

粒−气泡碰撞机制研究成为提升微细粒浮选效率的

关键。

现有颗粒−气泡碰撞理论大多局限于理想流态

(Stokes流或势流)，其对应的确定性碰撞作用机制 (拦
截碰撞、重力碰撞和惯性碰撞)理论成熟[6]。学术界

和工程界公认：湍流是强化颗粒−气泡碰撞的必要条

件[7]。湍流中流体、颗粒、气泡随机运动引发的湍流

碰撞机制引起越来越多的关注[8]。湍流是由不同尺度

和频率的涡组成，伴随着能量的传递，大涡不断破裂

为微涡[9]。多尺度涡湍流作用下的颗粒−气泡碰撞机

制可分为剪切、差异沉降、加速和局部富集等[10]。不

同尺度涡与颗粒/气泡间存在非线性相互作用，并且不

同尺度涡对碰撞过程的作用机制是不同的。NGUY-
EN等[11]指出主导浮选颗粒−气泡碰撞的涡尺度范围

为 15～20 ηk≤ η≤ 0.06Λ(ηk 为 Kolmogorov长度尺度，

η 为涡尺度，Λ 为宏观尺度)。流体剪切碰撞是颗粒或

气泡沿着湍流剪切流线运动发生位置变化而发生碰

撞。类似于拦截碰撞；差异沉降机制是湍流涡内颗粒

或气泡由于沉降速度差异而发生碰撞，类似于重力碰

撞；加速机制是颗粒或气泡在湍流涡的加速作用下在

涡间传递导致的碰撞，类似于惯性碰撞[10-11]；在湍流

中，大尺度涡旋通过在流场中传输能量与动量，直接

影响颗粒与气泡的运动。这些涡旋为剪切、差异沉降

和加速等碰撞机制创造了动力环境，从而调控了颗粒

和气泡在湍流中的分布与动态，促进了颗粒−气泡碰

撞[12]。大涡输运效应对颗粒/气泡碰撞频率的影响已

引起广泛关注。如典型的 Saffman−Turner模型 [13]，

适用于小惯性粒子，粒子速度与周围载流体的速度完

全相关。而 Abrahamson模型 [14]适用于大惯性粒子，

粒子速度与周围流体的速度完全不相关。此外适用

于一般性粒子的 WILLIAMS和 CRANE[15]、Kruis和
Kusters公式[16]也被广泛应用于预测浮选体系颗粒−
气泡碰撞频率。李晓恒[17]耦合 Fluent-EDEM软件开

展数值模拟研究，通过修正颗粒流向滑移速度，重构

了 Abrahamson碰撞模型。上述研究聚焦于湍流大涡，

忽略了微涡。

微涡富集效应对颗粒−气泡碰撞特性影响显著。

在高应变率和低涡度区域，颗粒/气泡的弛豫时间接
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近 Kolmogorov时间尺度，颗粒−气泡群呈现局部富集

效应 [18]。据报道，局部富集效应可使碰撞频率增加

1～2个数量级[19]。针对微涡局部富集效应，王连平

等[20]采用直接数值模拟 (DNS)研究了湍流场颗粒运

动和分布规律，采用径向分布函数量化局部富集效应，

研究表明局部富集效应与泰勒雷诺数 Rλ 成线性关系，

而大涡输运效应最大值与 Rλ
1/2 成线性关系，从而开发

了考虑多尺度涡作用的碰撞频率模型。上述模型均

适用单一类型粒子，而浮选系统颗粒和气泡对湍流的

响应是不一致的，用单一粒子的碰撞模型描述气泡−
颗粒碰撞过程难免存在误差。FAYED等[21]采用伪谱

法耦合点粒子法对均匀各向同性湍流中的颗粒−气泡

碰撞进行直接数值模拟，研究发现颗粒和气泡的分离

行为导致颗粒和气泡之间的碰撞频率降低，并指出现

有理论模型尚未考虑颗粒和气泡的局部富集效应。

CHEN等[22-23]也对均匀各向同性湍流中颗粒与气泡碰

撞进行直接数值模拟，以径向分布函数量化局部富集

效应，研究发现径向分布函数随湍流耗散速率的增加

而显著增大。综上，湍流多尺度涡的作用机制有待进

一步开展，大涡输运效应研究相对完善，而微涡局部

富集效应尚未完全解析。

传统的理想碰撞频率预测模型均建立在单分散

颗粒或气泡的理论基础上，而颗粒和气泡的多分散性

为理解多尺度涡作用下碰撞规律和预测理想碰撞频

率带来了更大的挑战。笔者基于多分散粒度分布的

颗粒−气泡群碰撞介尺度模型，结合运动学碰撞理论，

采用径向分布函数反映湍流的局部富集效应，采用径

向相对速度量化湍流输运效应，采用运动学碰撞核量

化碰撞特性。定义离散度 CV表征多分散颗粒和气泡

粒径的离散或波动程度，分析多尺度涡结构对多分散

颗粒−气泡的时空分布及碰撞特征的影响。这将有助

于深入明晰颗粒−气泡碰撞机理，丰富现代浮选颗粒−
气泡矿化理论，对微细粒难浮矿物浮选过程强化实践

同样具有重要意义。 

1　数理模型
 

1.1　物理模型

笔者采用计算区域如图 1a所示，边长为 1 mm的

正立方体。无论是湍流还是粒子 (颗粒或气泡)运动

过程，立方体 6个方向均为周期性边界条件。初始时

刻，颗粒和气泡的位置完全随机分布于立方体空间内，

颗粒和气泡的粒径遵循对数正态分布，如图 1b所示。

对数正态分布是一种常见的反映实际颗粒和气泡粒

径的分散程度分布[24]，其概率密度函数为 p(x)：

p(x) =
1

xσ
√

2π
exp

[
− (ln x−μ)2

2σ2

]
(1)

其中，μ 为颗粒或气泡粒径对数的平均值；σ 为颗

粒或气泡粒径对数的标准差。为了表征粒径的离散

或波动程度，定义标准差 σ 除以平均值 μ 为离散度

CV。具体模拟参数见表 1。本研究选择褐煤作为矿

物，其颗粒密度一般为 1 050～1300 kg/m3，本研究取
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2σ22π
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xσ= ( )
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y

(a) 计算区域

(b) 对数正态分布

图 1    计算区域和颗粒/气泡粒径分布

Fig.1    Computational domain and particle/bubble size

distribution

 

表 1    模拟参数

Table 1    Simulation parameters

相态 参数 数值

流体相

物理边长Lt/mm 1

液体黏度μ/(m−2·s−1) 10−6

液体密度ρ/(kg·m−3) 1 000

网格数L 128

颗粒相

数量Np 10 000

平均直径dp/μm 10～50

密度ρp/(kg·m−3) 1 175

气泡相

数量Nb 10 000

平均直径db/μm 10～50

密度ρb/(kg·m−3) 1
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平均值 1175 kg/m3。 

1.2　数学模型

湍流浮选体系内颗粒−气泡−液体三相流物理行

为和输运机制的时空多变性和强耦合性，导致其高保

真数值模拟成为一项巨大的挑战[25]。本研究采用介

观的格子玻尔兹曼方法，避免求解复杂的压力−速度

耦合方程，如图 2a所示[26]。
  

(a) LBM介观方法

(b) D3Q9模型
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图 2    格子波尔兹曼方法和 D3Q9模型

Fig.2    Lattice Boltzmann method and D3Q9 Model

格子玻尔兹曼方法控制方程[27]为

fα (x+ eαδt, t+ δt)− fα(x, t) =

− 1
τ
(
fα(x, t)− f eq

α (x, t)
)
+3ρwα (eαF) (2)

fα f eq
α式中： 为分布函数；τ 为松弛时间； 为平衡分布函

数；ρ 为密度；wα 为离散速度方向；eα 为格子速度；F 为

外力。

f eq
α其中平衡态分布函数 可通过式 (13)计算：

f eq
α (x, t) = wαρ+3wαρ (eαu)+

wαρ
9
2

(eαu)2− 3
2

wαρ(uu)
(3)

式中：u 为速度。

对于 D3Q19模型，流体粒子有 19个离散的速度

方向 wα，如图 2b所示。每个速度方向都对应一个权

重[28]，具体如下：

wα =



1
3
, α = 0

1
18
, α = 1−6

1
36
, α = 7−18

(4)

各个速度方向的格子速度 eα 为

eα =


(0,0,0),α = 0,
(±1,0,0), (0,±1,0), (0,0,±1),α = 1−6,
(±1,±1,0), (±1,0,±1), (0,±1,±1),α = 7−18

(5)

fα通过在每个格子点上计算分布函数 的演化，可

以更新流场的宏观量，如密度 ρ 和速度 u。宏观物理

量密度和速度可通过下式计算：

ρ =
∑
α

fα (6)

u =
1
ρ

∑
α

eα fα (7)

笔者使用 Eswaran-Pope随机强迫方案来产生和

维持均匀各向同性湍流[29]。具体地，通过在傅里叶空

间中对低波数模态施加一个复杂的向量值的 Uhlen-
beck-Ornstein随机过程，来实现预设的能量谱：

F ≡



Fx = A
kmax∑

ki=−kmax

[
k1k2

k2
sin (kz+φ)+

k1k3

k2
sin (ky+φ)

]
Fy = A

kmax∑
ki=−kmax

[
k2k3

k2
sin (kx+φ)+

k1k2

k2
sin (kz+φ)

]
Fz = A

kmax∑
ki=−kmax

[
k1k3

k2
sin (ky+φ)+

k2k3

k2
sin (kx+φ)

] (8)

式中：A 为幅值；kmax 为最大波数；φ 为相位。通过调

节幅值 A，可以直接影响施加于流体系统中的能量水

平，从而精确控制湍流强度和能量分布，对于生成一

致且可重复的湍流条件至关重要。因此，本研究选择
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调节幅值 A 构造不同湍流强度的各向同性湍流。

使用点粒子法来模拟颗粒和气泡的运动，采用

Maxey-Riley方程的简化形式，考虑了曳力项、流体加

速度项、重力和浮力的合力项[30]。采用四阶 Runge-
Kutta方法更新颗粒和气泡的速度和位置，控制方程

具体如下：

dVi

dt
=

(Ui−Vi) f (Reα)
τα

+β
DUi

Dt
+ (1−β)g (9)

式中：Vi 为粒子 i 方向的速度，m/s；Ui 为流体 i 方向速

度，m/s；f(Reα)为曳力系数的校正系数；τα 为粒子响应

时间，s；β 为运动学参数；g为重力加速度，m/s2。
曳力系数的校正系数 f(Reα)可通过下式计算：

f (Reα) =


1,Reα < 1

1+
3.6

Re0.313
α

(
Reα−1

19

)2

,1 ⩽ Reα ⩽ 20

1+0.15Reα
0.687,Reα > 20

(10)

雷诺数 Reα 可通过下式计算：

Reα =
dα |Vi−Ui|

v
(11)

式中：dα 和 νf 分别为粒子 α的直径和流体黏度。

参数 β 可通过下式计算：

β = 3ρf |
(
ρf+2ρα

)
(12)

粒子 α 的响应时间 τα 可通过下式计算：

τα = (dα /2)2/3vβ (13)
 

1.3　湍流多尺度特征描述

湍流特征参数包括湍动能 k 和湍流耗散率 ε，可
分别通过下式计算：

k =
1
2

u′iu
′
i (14)

ε = v

⟨
∂u′i
∂xk

∂u′i
∂xk

⟩
(15)

湍流的微尺度特性可采用 Kolmogorov长度尺度

ηk、时间尺度 (即翻转时间)τk 和速度尺度 vk 进行描述，

其计算式分别为

ηk =

(
v3

ε

)1/4

(16)

τk =
√

v
ε

(17)

vk = (vε)
1
4 (18)

湍流的大尺度特性一般采用大涡长度尺度 Le、大

涡翻转时间 Te 和整体均方根脉动速度 u0 进行描述，

可通过式 (19)～式 (20)计算：

u0 =

√
(u′2rms+ v′2rms+w′2rms)/3 (19)

Le =
u3

0

ε
(20)

Te =
Le

u0
(21)

u′rms v′rms w′rms3个方向上的均方根脉动速度 、 和 可

通过式 (22)～式 (24)计算：

u′rms =

√√
1
N

N∑
i=1

(u′i)
2 (22)

v′rms =

√√
1
N

N∑
i=1

(v′i)
2 (23)

w′rms =

√√
1
N

N∑
i=1

(w′i)
2 (24)

泰勒微尺度 λT、泰勒尺度涡翻转时间 τλ 和泰勒

雷诺数 Reλ 是描述介尺度特性的重要参数，可通过下

式计算：

λT =

√
15vu2

0

ε
(25)

τλ =
λT
u0

(26)

Reλ =
λTu0

v
(27)

 

1.4　碰撞动力学特征描述方法

通过上述直接数值模拟得到颗粒和气泡的空间

位置分布和速度矢量后，本研究基于运动学碰撞理论，

采用径向分布函数量化局部富集效应，采用径向相对

速度量化湍流输运效应[20]，其表达式为

g
(
Rpb

)
=

Npb, pairs /Vshell

NpNb/VD
(28)

wr =
wpb·rpb∥∥∥rpb

∥∥∥ (29)

式中：Rpb 为碰撞半径，m；Npb,pairs 为碰撞对数量；Vshell

为碰撞壳层体积，m3；Np 为颗粒数目；Nb 为气泡数目；

VD 为计算域体积，m3；wpb 为相对速度矢量，m/s；rpb 为
位置矢量，m。

具体来讲，碰撞半径可通过颗粒半径和气泡半径

之和进行计算：
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Rpb = rp+ rb (30)

当颗粒和气泡的中心都落在碰撞壳层 (1−6%)Rpb≤

(1+6%)Rpb 内时即认为有效的碰撞对，记录下碰撞对

数量 Npb,pairs 以及径向相对速度 wpb。

运动学碰撞核可通过下式计算：

Γk
pb = 2πR2

pb

∣∣∣∣wr

(
Rpb

)∣∣∣∣g (
Rpb

)
(31)

碰撞频率 N，即单位时间单位体积碰撞次数，其表

达式为[22]

N = Γk
pbnpnb (32)

np = Np/VD nb =

Nb/VD

式中：颗粒平均密度 ，气泡平均密度

。 

1.5　模型验证

首先开展单个粒子自由沉降的数值模拟，将模拟

值与理论值进行了对比。如图 3a所示，采用粒子最

终沉降速度的理论解与模拟值保持一致，初步验证了

点粒子模型的有效性。进一步开展了同一类颗粒小

惯性粒子碰撞的数值模拟，并将模拟结果与 Saffman &
Turner理论模型开展了模型验证，结果如图 3b所示。

由图可知，不同湍流耗散率条件下的颗粒碰撞频率与

理论值具有较好的一致性，从而充分验证了模型的准

确性。 

2　结果与讨论

图 4首先给出了不同湍流耗散率条件下，速度、

涡量和湍动能大小的瞬时分布云图。由图 4a可知，

速度场呈现为不均匀分散的高速区域，而湍流耗散率

对速度场分布有显著影响。湍流耗散率增大不仅导

致整体速度升高，而且加剧了速度场波动性。随着湍

流耗散率的增加，流体动能加快转化为热能，大尺度

涡在高耗散率下被破坏。因此，速度场的空间组织性

会随着耗散率的增加而减少，导致速度场表现为更加

分散的高速区域。

涡量是表征流体旋转强度的物理量。湍流耗散

率对涡量的大小和分布的影响如图 4b所示。由图可

知，随着湍流耗散率的增加，小尺度涡的数量和强度

均增加。这是由于高耗散率会促进大尺度涡能量向

小尺度传递和散发，导致小尺度涡涡量增加。从图中

还可以观察到，在高耗散率的条件下，由于小尺度涡

旋的增加，涡量空间分布变得更加不均匀。

湍动能是表征湍流中速度涨落强度的物理量。

图 4c显示了湍流动能大小分布云图。由图可知，随

着湍流耗散率的增加，高耗散率导致了从大尺度到小

尺度的能量转移变得更加有效，在能量级联的过程中

会伴随着更多的湍动能的产生。因此，云图表现为更

广泛的高能区域分布。湍流耗散率的变化会影响湍

动能在空间上的分布，可能导致更加不均匀的能量分

布，这表明涡旋破碎和能量耗散过程在空间上的不均

匀性。

为了进一步理解湍流物理特性，表 2给出了不同

湍流耗散率条件下的关键流体力学统计参数。本研

究通过调整幅值控制施加在流体系统外部扰动的能

量水平，从而使得湍流的各种特征参数发生相应的变

化。由表 2可知，随着幅值的增加，耗散率显著增大，

表明更多的湍动能被转化为热能。这也意味着流场

中能量的传递和级联过程更为活跃，特别是在小尺度

结构中。幅值增加也导致湍动能增大，这表示流场中

的速度脉动变得更加剧烈，反映了更高的动能水平和

流体的不稳定性。均方根脉动速度直接与湍动能相

关，其增大反映了流体速度的波动随着扰动能量的增

加更加显著。随着扰动幅值的增加，大涡长度尺度减

小。这表明能量在较小的空间尺度上耗散，即流场中

大尺度涡旋的影响减少，而小尺度涡旋的影响增加。

大涡翻转时间的减小意味着大涡的动态变得更快，这

与更高的能量输入和更剧烈的湍流状态有关。
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图 3    模型验证

Fig.3    Model validation
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Kolmogorov尺度和时间尺度减小表示湍流耗散过程

中最小尺度结构的特征尺寸变小，即小尺度涡旋变得

更小，而其翻转时间变得更短，这与更高的耗散率和

湍动能相符合。Kolmogorov速度尺度的增大表明在
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图 4    各向同性湍流特征参数云图

Fig.4    Contour plots of characteristic parameters of isotropic turbulence

 

表 2    各向同性湍流流动特性

Table 2    Flow characteristic of isotropic turbulence

工况 1 2 3 4 5

幅值A 1×10−4 5×10−6 1×10−5 5×10−6 1×10−6

湍动能k/(m2·s−2) 5.46 1.86 0.95 1.93×10−2 1.78×10−4

耗散率ε/(m2·s−3) 5 993 1 717 48.83 8.13 0.08

均方根脉动速度u0/(m·s−1) 2.11 1.29 0.38 0.24 0.46

大涡长度尺度Le/m 1.57×10−3 1.25×10−3 1.14×10−3 1.63×10−3 1.98×10−3

大涡翻转时间Te/s 7.44×10−4 9.71×10−4 2.99×10−3 6.88×10−3 4.27×10−2

Kolmogorov长度尺度ηk/m 4.00×10−6 5.00×10−6 1.20×10−5 1.90×10−5 6.70×10−5

Kolmogorov时间尺度τk/s 1.30×10−5 2.40×10−5 1.43×10−4 3.51×10−4 4.46×10−3

Kolmogorov速度尺度vk/(m·s−1) 0.28 0.20 8.36×10−2 5.34×10−2 1.50×10−2

泰勒微尺度λ/m 1.06×10−4 1.21×10−4 2.12×10−4 3.21×10−4 8.00×10−4

泰勒雷诺数Reλ 223 156 81 76 37

Z和Y方向均方根脉动速度比率R 1.014 1.089 0.949 1.041 1.145
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R =
w′rms

v′rms

Kolmogorov尺度上的速度涨落更加显著，与整体流场

的增加的湍流活动水平一致。泰勒微尺度随着幅值

的增加而减小，表明速度场的相关尺度变小。这意味

着流体速度涨落在更小的尺度上变得显著，这与增加

的湍流活动和更高的湍流强度一致。泰勒雷诺数随

着幅值的增加而增大，泰勒雷诺数是表征湍流强度的

无量纲数，其增加意味着流体的湍流强度提高。最后

通过计算 Z 和 Y 方向上速度均方根比率 评估

湍流场各向同性，比率接近 1，证明本研究构造了理想

各向同性湍流。

综上所述，随着施加在流体上的外部扰动能量水

平的增加，流体的湍流特性显著增强，表现为湍流动

能的增加，速度脉动的加剧，以及涡旋结构尺度的减

小和转动时间的缩短。这种变化反映了流场由大尺

度涡旋主导向小尺度涡旋主导的转变，并且整个流场

的能量转化和涡旋动态变得更加复杂和剧烈。

图 5给出了颗粒和气泡在 Z 方向上的空间位置

归一化概率密度分布。由图可知，颗粒 (黑线)和气泡

(红线)归一化概率密度分布曲线都在中心区域达到峰

值，表明大部分颗粒和气泡集中在某个特定的 Z 坐标

范围内。但颗粒和气泡曲线峰值对应着颗粒和气泡

最密集的区域呈现明显差异。由于密度不同，颗粒在

重力作用下偏向于周期性立方体区域的下半部分，而

气泡在浮力作用下偏向于周期性立方体区域的上半

部分。

为了探索湍流强度和涡结构对颗粒−气泡运动行

为的影响规律，图 6a给出了不同湍流耗散率条件下

利用 Q准则识别的涡结构。Q准则是一种识别涡旋

的方法，通过计算速度梯度张量的第二不变量来确定

流场中的涡旋区域。当 Q值为正时，表明该区域的旋

转效应超过了剪切效应，因此可以识别出涡结构。由

图可知，不同的耗散率条件会影响涡旋的大小、强度

和分布。在低耗散率条件下，涡旋更大且更持久。高

耗散率加速了能量从大尺度涡向小尺度涡的转移，其

涡旋更加细小和短暂。图 6b给出了截面颗粒气泡空

间分布。由图可知，在不同的湍流耗散率条件下，颗

粒和气泡在某些区域出现明显的聚集，形成局部富集

现象。随着湍流耗散率的增加，小尺度涡数量和强度

升高，颗粒和气泡的分布模式也发生变化，小尺度涡

诱导作用下的局部富集的程度明显增强。

为了系统明晰湍流时空涡结构与颗粒−气泡碰撞

特征的多尺度匹配规则，接下来基于运动学碰撞理论
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Fig.5    Vertical spatial distribution of particles/bubbles
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定义径向相对速度和分布函数分别量化湍流整体输

运与局部富集效应，分析了湍流耗散率对上述颗粒/气
泡运动学碰撞特征参数的影响。图 7a给出了不同湍

流耗散率条件下颗粒−颗粒、气泡−气泡和颗粒−气泡

之间的径向相对速度。由图可知，3种组合的径向相

对速度随湍流耗散率的增加而增加，但增加的趋势和

速率有所不同。在低湍流耗散率条件下，颗粒/气泡受

到的湍流扰动较小，径向相对速度较低。随着耗散率

的增加，径向相对速度呈现显著增长，这表明颗粒/气
泡间的相互作用和混合效率提高。颗粒间的径向相

对速度在各个耗散率条件下都高于气泡的相对速度。

这可归因于颗粒比气泡具有较大的惯性，不易随小尺

度涡的快速变化而改变运动状态，其径向相对速度

较高。
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图 7    湍流耗散率对颗粒−气泡运动学碰撞特征参数的影响

Fig.7    Influence of turbulence dissipation rate on kinematic collision characteristic parameters of partcles/bubbles
 

湍流小尺度涡结构对颗粒−气泡碰撞存在显著影

响。图 7b为湍流耗散率对颗粒−颗粒、气泡−气泡以

及颗粒−气泡径向分布函数的影响。由图 7b可知，颗

粒−颗粒间的相互作用较弱，因此函数值较低。气泡

的动力学行为与颗粒有所不同。气泡可能由于其较

低的惯性更容易被流体流动所携带，且它们的碰撞和

聚集不易受湍流耗散率的影响。颗粒与气泡之间的

径向分布函数与气泡−气泡间保持一致，这表明颗粒−
气泡间碰撞主要收到气泡时空分布的影响。

图 7c为不同湍流耗散率下颗粒−颗粒、气泡−气
泡和颗粒−气泡间的动力学碰撞核。从图中可以看出，

运动学碰撞核随着湍流耗散率的增加而增加。这是

因为湍流增强了颗粒之间的相互作用和混合，导致颗

粒更频繁地相聚并以更高的相对速度碰撞。同样地，

对于气泡−气泡和颗粒−气泡之间的相互作用，也随着

湍流耗散率增加而增强，导致了更高的动力学碰

撞核。

图 7d为不同湍流耗散率条件下，颗粒−颗粒、气

泡−气泡以及颗粒−气泡碰撞频率的数值模拟结果，以

及经典的 Saffman & Turner模型的预测值。从图中可

以看到，随着湍流耗散率的增加，3种碰撞类型的碰撞

频率均呈上升趋势，但是直接数值模拟 (DNS)的结果

与经典 Saffman & Turner模型的预测之间存在明显的

偏差。这一方面是由于多分散效应，即三相系统中颗

粒/气泡尺寸分布不均匀性，会影响颗粒的动力学行为，

进而影响碰撞频率。另一方面由于惯性作用，即颗粒/
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气泡由于其质量而对流场变化的响应，导致其与适用

于单分散低惯性粒子经典模型的预测碰撞频率呈现

明显差异。

图 8为离散度对颗粒−气泡运动学碰撞特征参数

的影响。当离散度增加时，颗粒/气泡群体中存在更宽

范围的尺寸差异，导致颗粒/气泡群对流体流动的响应

程度不同。由图 8可知，径向相对速度 (黑色线)随着

离散度的增加而升高。这是由于更多的微细颗粒/气
泡在流体中的响应速度更快，径向相对速度升高。径

向分布函数 (红色线)则呈现相反的趋势。当颗粒离

散度增加时，颗粒之间的尺寸差异也引起流场聚集行

为发生改变。较大颗粒因其较大的惯性而相互靠近，

而较小颗粒则以较快的速度逸出这些聚集区域。这

导致颗粒/气泡在空间上的分布趋向于更加分散，导致

径向分布函数下降。两者相反的变化趋势导致了碰

撞核 (蓝色线)随着离散度的增加先升高然后下降。

这表明在设计和分析涉及浮选这类颗粒−气泡相互作

用的工程系统时，必须考虑颗粒/气泡尺寸分布。
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图 8    离散度对颗粒−气泡运动学碰撞特征参数的影响

Fig.8    Influence of dispersion on the kinematic collision

characteristic parameters of partcles/bubbles
 

图 9给出了颗粒平均尺寸对颗粒−气泡碰撞特性

参数的影响。径向相对速度 (黑色线)随着颗粒尺寸

的增加而呈现出非单调变化趋势，这反映了不同尺寸

颗粒在湍流中的运动状态的复杂性。一方面，大尺寸

颗粒可能由于其大惯性而不容易跟随流体流动，其径

向相对速度降低；而较大颗粒由于更加显著的曳力的

作用，导致径向相对速度增加。径向分布函数 (红色

线)随着颗粒尺寸增加而整体上升，表明更大的颗粒

更有可能聚集在气泡附近。这归因于更大的颗粒难

以受到湍流结构影响，导致聚集倾向增强。径向相对

速度和分布函数共同主导了碰撞核 (蓝色曲线)的变

化趋势，其碰撞核随着气泡尺寸的增加而显著增加。

图 10给出了气泡平均直径对运动学碰撞特征参

数的影响。由图可知，随着气泡尺寸的增加，径向相

对速度 (黑色曲线)先减小后增加，临界值为颗粒平均

直径 (20 μm)。这是由于较小气泡惯性低，可更快地

调整速度以适应周围流场的变化。当气泡尺寸接近

颗粒平均直径时，气泡惯性开始与曳力等效应相竞争。

当气泡尺寸超过颗粒平均直径，气泡难以快速适应周

围湍流场的变化，动态响应变慢，导致了气泡与颗粒

之间的相对速度减小。而径向分布函数 (红色曲线)
首先随着气泡尺寸的增加而先上升后降低。这意味

着当气泡尺寸较小的时候，颗粒倾向于在气泡周围聚

集，但随着气泡尺寸变大，超过临界值后趋势逆转，颗

粒难以聚集在其附近。径向相对速度和分布函数共

同主导了碰撞核 (蓝色曲线)的变化趋势，其碰撞核

随着气泡尺寸的增加而显著增加。这表明，气泡尺寸

与颗粒直径的匹配关系是理解和优化浮选的关键

因素。
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图 10    气泡平均直径对运动学碰撞特征参数的影响

Fig.10    Influence of bubble average diameter on the kinematic

collision characteristic parameters of particles/bubbles
  

3　结　　论

1）多分散效应和惯性作用导致多分散点粒子直

接数值模拟结果与经典 Saffman & Turner模型预测值

存在差异，说明了实施多分散颗粒气泡体系湍流特征

与理想碰撞频率的高保真预测的必要性。

2）大涡输运和微涡富集效应存在竞争协调机制。

随着湍流耗散率的增加，小尺度涡数量和强度升高，

其诱导作用下的局部富集程度明显增强，而颗粒与气

泡之间的径向分布函数与气泡−气泡间保持一致，说
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图 9    颗粒平均直径对运动学碰撞特征参数的影响

Fig.9    Influence of particle average diameter on kinematic

collision characteristic parameters of particles/bubbles
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明颗粒−气泡间碰撞主要受到气泡时空分布的影响。

提高湍流耗散率是提高多分散颗粒和气泡碰撞频率

的有效途径。

3）多分散颗粒/气泡群呈现一定范围的尺寸差异，

导致颗粒/气泡群对流体流动的响应程度不同。随着

离散度的增加，大涡输运效应增强，而局部富集效应

被削弱，因此存在最佳离散度可实现较高的多分散粒

度的颗粒−气泡群的碰撞频率。微细颗粒和气泡直径

的匹配关系是理解和优化浮选的关键因素。
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